Lecon 1 : Les Suites numériques et sens de variation

|

Généralités :
1.1 Définition
Soit p un nombre entier.
< Soit n un entier tel que n > p. Une suite a partir de p est la fonction qui a chaque
n associe le réel u(n). Le réel u(n) est noté aussi u,,. Ainsi définie, une suite est notée (u,).

Notons que si a est un réel y f/ est une fonction définie sur I’intervalle [a; +oo[, on peut
définir une suite u,, comme u,, = f(n) pour tout entier n > a.

1.2 Définition
Considérons une fonction f'définie sur un ensemble /. Supposons que pour tout x € I, f(x) €
I. Soient a € [ et p un entier. On peut définir par récurrence une suite comme suit :
U, =a
{pour tout entier n = p; Upy+q = f(Uy)

On rappelle la notion d’égalité entre deux suites définies a partir d’un certain p: (u,) = (v,)
si et seulement si u,, = v, pour tout n = p.

1.3 Définition
& (u,) est croissante a partir de p si pour tout n = p, U, 41 = Uy.
& (u,) est décroissante a partir de p si pour tout n = p, Up41 < Up.

Comme toujours, on dit qu’une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.
Egalement, une suite est dite stationnaire a partir du rang p si u,, 41 = u, pour toutn = p.

Exercice corrigé
Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie par :
377.

Un = on+1

Solution :
On rappelle qu’¢étudier le sens de variation d’une suite consiste a déterminer si elle est
croissance ou décroissante.

- On calcule les premiers termes de la suite pour conjecturer le sens de
ot 1 3 9 Ainsi
variation : Uy ==, U == Uz = —. Ainsi :
0 2: 1 43 3 8
3n+1 3n 371. 3 3n
Unt1 = Un = ontl+l  pntl  pn+l (E - )

Donc on a u,,;; — u, = 0, ce qui implique que la suite (u,,) est croissante a partir de 0.

= 2n+2



1.4 Propriété
Soit I = [a; +oo] et soit f une fonction définie sur /. Pour p = a, on considére la suite définie
par u,, = f(n) pour tout n > p.
@ f'croissante sur [p; +oo[ implique que (u,,) est croissante a partir de p.
@ f'décroissante sur [p; +oo[ implique que (u,,) est décroissante a partir de p.

Comme toujours, on dit qu'une suite (u,) converge vers un nombre réel a si

lim u, = a, (u,) diverge vers +o0o ou diverge vers —oco si lim = 4+ooou lim = —oo.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

II.  Suite arithmétiques et géométriques :
2.1 Définition
Une suite est dite arithmétique s’il existe un nombre réel 7 tel que pour tout entier n, u, 1 =

u, + r. Le nombre r est appelé raison de la suite.

2.2 Théoréme
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Alors pour tout entier n , p € N2,
onau, = u, + (n—p) Xr. Enparticulier, u, = uy + n X r pour tout entier .

2.3 Théoréme
Soit (u,) une suite de raison 7. Alors pour tout entier p et n,onaonau, = u, + (p —
n) X r. En particulier, u,, = uy + n X r pour tout entier n.

2.4 Théoréme
Soit (u,) une suite de raison r. Les affirmations suivantes sont vraies :
® Sir > 0, alors la suite (u,,) est strictement croissante.
® Sir < 0, alors la suite (u,,) est strictement décroissante.
& Sir = 0, alors la suite (u,) est constante.

2.5 Définition
Une suite est dite géométrique s’il existe un nombre réel g tel que pour tout entier n, u,, ;1 =
u, X q. Le nombre ¢ est appelé raison de la suite.

2.6 Théoréeme
Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢. Alors pour tout entier n et p € N?,
onau, =u, X ¢ P). En particulier, u, = uy + n X q™ pour tout entier n.

2.7 Théoréme
Soit ¢ un nombre réel non nul. Les affirmations suivantes sont vraies :
& Siq > 1, alors la suite (q") est strictement croissante.
& Siq = 1, alors la suite (q™) est constante égale a 1.
& Si0 < g < 1, alors la suite (q") est strictement décroissante.
& Siq = 0, alors la suite (q™) est constante égale a 0, a partir de 1.



& Siq < 0, alors la suite (¢™) n’est pas monotone.

2.8 Théoréme
Soit (u,) une suite arithmétique de raison » non nulle. Alors :
& r > 0 implique que (u,) dirige vers +oo.
& r < 0, implique que (u,) dirige vers —oo.

2.9 Théoréme
Soit ¢ un nombre réel distinct de 1. Alors :
& g > 1 implique que la suite g™ dirige vers +oo.
& —1 < g < 1 implique que la suite g™ converge vers 0.
& g < —1 implique que la suite q™ diverge et n’admet pas de limite.



Devoir 1

Exercice 1
On consideére une suite géométrique décroissante dont on connait deux termes :
UgUz = 32
{uo +uz; =18

1. Calculer ces deux réels.
2. Quelle est la raison de la suite ?
3. On pose z,, = ug + uq + -+ + u,. Calculer z, en fonction de n.

Exercice 2
Etudier la monotonie des suites définies sur N par :
l.u, =n—ns,

", = 2n+1 .
n+2
Exercice 3
On définit la suite (u,) par :
) 2 + 3uy,
Pour tout entier n, Upp1 = m
u, =0
On admet qu’on définit ainsi une suite sur N, avec, pour tout n € N, u,, € [0; 1[.
S5uy
On pose, pour tout € N , v, = .
1-up

1. Calculer u, et u,. On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
2. Montrer que v,, est une suite arithmétique dont on précisera les éléments

caractéristiques.
Un

Vp+5
4. En déduire I’expression de u,, en fonction de n.

3. Montrer que pour toutn € N, u,, =



